Գրաֆների տեսությունը հետաքրքրաշարժ խնդիրներում
Պարապմունք 1

1․ Շախմատի մրցաշարը անցկացվում է շրջանաձև եղանակով՝ մասնակիցներից  յուրաքանչյուրը մյուսների հետ խաղում է մեկական պարտիա։։ Մրցաշարին մասնակցում էր յոթ դպրոցական։ Հայտնի է, որ մրցաշարի ինչ որ փուլում Վանյան խաղացել էր վեց պարտիա, Տոլյան՝ հինգ, Լյոշան և Դիման՝ երեքական, Սեմյոնը և Իլյան՝ երկուական, Ժենյան՝ մեկ։ Լյոշան ու՞մ հետ էր խաղացել։

Լուծում։
Դիցուք տրված է ոչ դատարկ  V բազմությունը և V-ի  տարբեր տարրերի զույգերի  Е բազմությունը։ V բազմության տարրերը կոչվում են  գրաֆի գագաթներ, Е բազմության տարրերը՝ գրաֆի կողեր, իսկ (V, E) զույգը, այսինքն՝ գագաթների բազմությունը և կողերի բազմությունը, կանվանենք գրաֆ։
Հետագայում հաճախ կօգտագործենք գրաֆի երկրաչափական պատկերը։
Գրաֆի գագաթները պատկերվում են հարթության կետերով։ Եթե երկու գագաթներ կազմում են կող, կետերի համապատասխան զույգը միացվում է գծով։
 Օրինակ, նկար 1-ում պատկերված  է G գրաֆը, որը տրված է գագաթների 

V={1, 2, 3, 4, 5}

բազմությունով և կողերի

Е={(1,2), (2, 3), (4, 2),(4, 3)}
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բազմությունով։

Նկար 1․
Գրաֆի կողով միացած երկու գագաթները կանվանենք հարևան գագաթներ։ Եթե գրաֆի գագաթները միացած չեն կողով, կանվանենք ոչ հարևան գագթներ։
Կողով միացված գագաթները կոչվում են  կողի ծայրակետեր։
Եթե գագաթը կողի ծայրակետ է,  կասենք, որ կողը ելնում է այդ գագաթից։
Կողերի թիվը, որոնք ելնում են v-գագաթից,  կոչվում է v գագաթի աստիճան, և նշանակվում է d(v)։
Նկար 1-ում պատկերված  գրաֆի դեպքում՝
d(1)=1
d(2)=3
d(3)=2
d(4)=2
d(5)=0
Գագաթը անվանում են  մեկուսացված, եթե նրա  աստիճանը զրո է և կախված, եթե նրա  աստիճանը մեկ է։

Յուրաքանչյուր խաղացողի համապատասխանեցնենք  հարթության վրա որևէ [image: image2.png]


 QUOTE  

կետ՝ գրաֆի գագաթ։ Եթե երկու խաղացող իրար հետ հանդիպել են, համապատասխան գագաթները միացնենք գծով՝ գրաֆի կողով։
Այսպիսով, կառուցեցինք խաղացողների հանդիպումների գրաֆը։
H գրաֆը կոչվում է G գրաֆի ենթագրաֆ, եթե H -ի գագաթները և կողերը պատկանում են G-ին։

G գրաֆի H ենթագրաֆը կոչվում է  ծնված V={v1 կողերը և G գրաֆի՝  այդ կողերի ծայրակետեր հանդիսացող բոլոր գագաթները։, …еs ,е2} կողերի բազմությունից, եթե այն պարունակում է е1, …еs,е2 գագաթները և G գրաֆի՝ այդ գագաթները միացնող բոլոր կողերը։
G գրաֆի H ենթագրաֆը կոչվում է ծնված  {е1, …vp,v2} գագաթների բազմությունից, եթե այն պարունակում է v1, …vp,v2
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Նկար 2-ում տրված է G գրաֆը և նրա երկու ենթագրաֆները՝ H1, H 2, ընդ որում՝ H2ենթագրաֆը ծնվել է գագաթների {1,2,4, 5} բազմությունից կամ կողերի {(1, 2)(1, 4)(2, 4),(2, 5), (4, 5)} բազմությունից։


                                                                          Նկար 2

Դիցուք G –ն խաղացողների հանդիպումների գրաֆն է, որում 1 գագաթը համապատասխանում է Վանյային, 2 գագաթը՝ Տոլյային, 3 գագաթը՝ Լյոշային, 4 գագաթը՝ Դիմային, 5 գագաթը Սեմյոնին, 6 գագաթը՝ Իլյային, 7 գագաթը՝ Ժենյային։

Քանի որ 1 գագաթի աստիճանը վեց է, այն միացած է G գրաֆի մյուս բոլոր գագաթներին։ Քանի որ 7 գագաթի աստճանը մեկ է, այն հարևան է միայն 7 գագաթին։ Դիտարկենք գագաթների {2, 3, 4, 5, 6} բազմությունից ծնված H1 ենթագրաֆը։ Այդ ենթագրաֆը ստացվում է G գրաֆից՝ նրա 1 և 7 գագաթները և այդ գագաթներից դուրս եկող բոլոր կողերը հեռացնելու միջոցով։ Հետևաբար H1 գրաֆում, որը ունի հինգ գագաթ, գագաթների սատիճանները կլինեն d(2)=4, d(3)=d(4)=2, d(5)=d(6)=1:

H1 գրաֆում 2 գագաթը կից է բոլոր գագաթներին, իսկ 5, 6 գագաթները՝ միայն 2 գագաթին։
Դիտարկենք H2 գրաֆը, որը ծնված է  գագաթների {3, 4} բազմությունից։ Այս գրաֆը ստացվում է H1 գրաֆից՝ ջնջելով 2, 3, 6, գագաթները և այդ գագաթներից դուրս եկող բոլոր կողերը։  H2  գրաֆում 3 և 4 գագաթների աստիճանները մեկ են։ Նշանակում է,  H2  գրաֆը ունի նկար 3-ում բերված տեսքը։



                                                                            Նկար 3․
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Վերադարձնելով 2, 5, 6 գագաթները կստանանք H1 գրաֆը, տես  նկար 4:
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        Նկար 4

Վերադարձնելով հեռացված 1 և 7 գագաթները, կստանանք պահանջված G գրաֆը, 

                                                                   Նկար 5
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Այս գրաֆը նկարագրում է դպրոցականների հանդիպումները։ Դրա համար էլ, Լյոշան, որին համապատասխանում է 3 գագաթը, հանդիպել է Վանյայի, Տոլյայի և Դիմայի  հետ, ում համապատասխանում են 1, 2,  և 4 գագաթները։ Այդ գրաֆից կարելի է նաև որոշել, թե ում հետ են հանդիպել մյուս դպրոցականները։

2. Շախմատի շրջանաձև մրցաշարին, որին մասնակցում են հինգ դպրոցական, խաղացվել է 6 պարտիա։ Ամենաշատ հանդիպումներ՝ երեքական, անցկացրել են Վանյան, և Միշան։  Քանի՞  պարտիա է խաղացել այն  մասնակիցը, որը ունեցել է ամենաքիչ թվով հանդիպումները։
Լուծում։
Դիտարկենք երկու դեպք
1) Վանյան և Միշան իրար հետ չեն խաղաղացել
2) Վանյան և Միշան խաղաղացել են իրար հետ։
1) Այս դեպքում մնացած մասնակիցներից յուրաքանչյուրը խաղացել է երկու պարտիա, տես նկար 6.
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                                                                  Նկար 6.
2)  Այս դեպքը տրոհենք երկու դեպքերի
2ա) գույություն ունի մասնակից, որը չի հանդիպել, ոչ Վանյային, ոչ էլ Միշային։
2բ ) մասնակիցներից յուրաքանչյուրը հանդիպել է կա՛մ  Վանյային, կա՛մ Միշային (կամ երկուսին էլ)
Պատկերենք Վանյայի և Միշայի անցկացրած բոլոր հինգ հանդիպումները։
2ա)  Այս դեպքը անհնար է, քանի որ գծելով 6-րդ կողը, կգանք հակասության խնդրի պայմանի հետ՝ կլինի ևս մեկ մասնակից որ նույնպես խաղացել է 3 պարտիա, տես  նկար 7-ը։



                                                             Նկար 7
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2բ) Առանց խնդրի պայմանը խախտելու կա  միայն մեկ հնարավորություն գծելու 6-րդ կողը, տես նկար 8-ը։



                                                               Նկար 8․
Հետևաբար հանդիպումների  ամենաքիչ թիվը, որ մասնակիցներն ունեցել են, երկուսն է։


3․ Մարզական մրցաշարը անցկացվում է շրջանաձև եղանակով։։Ապացուցեք, որ մրցաշարի  ցանկացած պահի կգտնվեն գոնե երկու մասնակից, որ ունեցել են միևնույն  թվով հանդիպումներ։
Ապացույց։
Մրցաշարը ներկայացնենք մասնակիցների հանդիպումների գրաֆի տեսքով։
Մրցաշարում կարող են լինել կամայական թվով մասնակիցներ, և նրանցից ցանկացած զույգը հնարավոր է իրար հանդիպած լինեն, կամ՝ ոչ։ Այստեղից հետևում է, որ ցանկացած գրաֆ ինչ որ մրցաշարի մասնակիցների հանդիպումների գրաֆ է։
Խնդրի լուծման համար, պետք է ապացուցել, որ գոյություն ունեն միևնույն թվով հանդիպումներ անցկացրած երկու մասնակից, այսինքն գրաֆում  անպայման կգտնվի երկու գագաթ, որ ունեն նույն աստիճանը։
Այս պնդում ապացուցենք հակասող ենթադրությամբ։ Ենթադրենք գոյություն ունի H գրաֆ, որի բոլոր n գագաթները ունեն տարբեր աստիճան։ 0-ից մինչև n-1 միջակայքում կա ուղիղ n ամբողջ թիվ՝ 0, 1, 2, 3, ….n-2, n-1:
Մյուս կողմից, գրաֆի n գագաթների աստիճանները նույնպես պատկանում  են այդ միջակայքին։ Հետևաբար պետք է լինեն v1, v2, v3, …vn գագաթներ, որ 
d(v13)=0, d(v2)=1, d(v)=2, . . . ,  d(vn)=n-1
Դիտարկենք v1 և vn գագաթները։  v1 գագաթի աստիճանը հավասար է 0, ինչը նշանակում է, որ v1 գագաթը կողով միացված չէ որևէ այլ գագաթի։ vn գագաթի աստիճանը հավասար է n-1,  նշանակում է այդ գագաթը կողերով միացած է բոլոր մնացած գագաթներին, այդ թվում նաև v1-ին, որը հակասում է ենթադրությանը։ Հետևաբար H գրաֆ, որի բոլոր գագաթները ունենան տարբեր աստիճաններ, գոյություն չունի;
Իսկ սա նշանակում է, որ մրցաշարի ժամանակ կգտնվեն գոնե երկու մասնակից, որ ունեցել են միևնույն թվով հանդիպումներ։

4.Հարթության վրա տրված են վերջավոր թվով կետեր, որոնց ոչ մի եռյակը չի պատկանում միևնույն ուղղին։ Մի քանի զույգ կետեր միացված են հատվածներով։ Ապացուցեք, որ գոյություն ունի երկու կետ, որոնցից դուր են գալիս միևնույն թվով հատվածներ։
Ապացույցը նախորդ խնդրին համանման ձևով։

Կետերը կարող ենք համարել գրաֆի գագաթներ, իսկ կետերը միացնող հատվածները՝ գրաֆի կողեր։ Նախորդ խնդրում ապացուցեցինք, որ գրաֆի բոլոր գագաթները չեն կարող ունենալ տարբեր աստիճաններ։ Հետևաբար կգտնվեն երկու կետ, որոնցից դուրս են գալիս նույն թվով հատվածներ; 
 5․ Շրջանաձև եղանակով անցկացված մրցաշարում խաղացվել են բոլոր հանդիպումները։ Մրցաշարին մասնակցել է տասներու մասնակից։ Քանի՞ հանդիպում է եղել։
Լուծում։ Կազմենք խաղացողների հանդիպումների գրաֆը, ինչպես նախորդ խնդիրներում։ Քանի որ մասնակիցների յուրաքանչյուր զույգ հանդիպել է, գրաֆի գագաթների յուրաքանչյուր զույգ միացած է կողով;
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Գրաֆը, որի գագաթների յուրաքանրյուր զույգը միացված է կողով, կոչվում է լրիվ գրաֆ։ n գագաթով լրիվ գրաֆը նշանակենք Kn գրաֆի կողերի քանակը։

                                                                       Նկար 9.
-ով։ Նկար իննում պատկերված են ոչ մեծ  թվով գագաթներով լրիվ գրաֆներ։ Մենք պետք է գտնենք К12
Գրաֆի յուրաքանչյուր գագաթից  ելնում է 11 կող: 12x11 արտադրյալում յուրաքանչյուր կող վերցված  է երկու անգամ, ուստի գրաֆն ունի 12x11/2=66 կող։
Հետևաբար մրաշարում խաղացվել է 66 հանդիպում։

Նման դատողություններով կարելի ցույց տալ, որ Kn գրաֆը ունի n(n-1)/2 կող։
Լրիվ գրաֆի հակադիրը դատարկ գրաֆն է։ Գրաֆը, որը ոչ մի կող չունի կոչվում է դատարակ գրաֆ։ n գագաթ ունեցող դատարկ գրաֆը նշանակում են On:
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